!'- Teoria da Computacao

Computabilidade e complexidade
computacional



Computabilidade e Complexidade

= Computabilidade: verifica a existéncia de
algoritmos que resolva uma classe de linguagens —
trata a possibilidade da sua construcao

= Dado um problema

= Se existe uma MT capaz de resolvé-lo logo o computador também
resolvera - computavel

= Caso contrario o problema é dito incomputavel (insolivel) — MT nao é
capaz de resolvé-lo




Computabilidade - Visao geral

Quais problemas o0s computadores conseguem
efetivamente resolver? Como isso pode ser verificado?
Concentra-se nos problemas com respostas binarias

(problemas sim/nao ou problemas de decisao).

Universo de Todos os Problemas

Solucionaveis Nao-Solucionaveis
\ 1y
Parcialmente Completamente
Solucionaveis Insoluveis
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Computaveis Nao-Computaveis



Computabilidade e Complexidade

= Computabilidade: verifica a existéncia de algoritmos que
resolva uma classe de linguagens — trata a possibilidade da
sua construcao

= Complexidade: trata da eficiéncia da computacao (dos
algoritmos) em computadores existentes

=« Complexidade temporal: tempo de processamento exigido

= Complexidade espacial: espaco de armazenamento exigido




Complexidade computacional

= O conjunto das linguagens decidiveis pode ser dividida em
classes de complexidade, que caracterizam os limites dos
recursos computacionais usados para as decidir.

= Uma classe de complexidade é especificada por um
modelo de computacao — por exemplo, uma MT com
computacao deterministica ou nao deterministica. Questoes
a serem consideradas:
= recursos: tempo ou espaco




Universo de problemas

Tempo Exponencial

F(n)

Tempo Polinomial

T LLLE

n ——=

Apresenta uma
solucao polinomial

- 7

Problemas trataveis

nenhum algoritmo
de tempo

Problemas intratavei

polinomial pode
resolvé-lo

%

N\ J




Tempo Exponencial

F(n)

wwemna  CrE@SCiMento de fungoes de
complexidade
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—=

Funcao de

Tamanho da Instancia do Problema

complexidade 10 20 30 40 50 60
0,00001 0,00002 0,00003 0,00004 0,00005 0,00006
L segundos|segundos|segundos|segundos|segundos|segundos
> 00,0001 00,0004 00,0009 00,0016 00,0025 00,0036
7 segundos|segundos|segundos|segundos|segundos|segundos
3 0,001 0,008 0,027 0,064 0,125 0,216
L segundos|segundos|segundos|segundos|segundos|segundos
5 0,1 3.2 24,3 1,7 5,2 13,0
n segundos|segundos|segundos| minutos | minutos | minutos
i 0,001 1,0 17.9 12,7 35:7 366
2 segundos|segundos|segundos dias anos seculos
. 0,059 58 6,5 3855 23 1y | 1@t
3 segundos| minutos anos séculos séculos séculos




Complexidade computacional

= Medir o tempo gasto por um algoritmo
= Nao € uma boa opcao

= Depende do compilador
= Pode preferir algumas construcdes ou otimizar melhor

= Depende do hardware
= GPU vs. CPU, desktop vs. smartphone

= Estudar o numero de vezes que operacoes sao
executadas




Complexidade computacional — exemplo de
tempo de processamento

= Exemplo: achar o maior valor do vetor operacoes
int vmax(int *vec, int n) { -
int 1i; -
int max = vec]|[0]; 1 <\/7
for(i = 1; 1 < n; i++) { n-1
if(vec[i] > max) { n-1
max = vecl[i]; A < n-1
} n-1
} n-1
return max; 1

= Complexidade (total de operacoes): f(n)=n-1




Complexidade computacional

= Analise de complexidade feita em funcao de n

= N indica o tamanho da entrada
= NUmero de elementos no vetor
= NUmero de vértices num grafo
= NUmero de linhas de uma matriz
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Complexidade computacional

= O parametro n

= prové uma medida do tamanho do problema no sentido
de que o tempo requerido para soluciona-lo, ou o espaco
de armazenamento necessario, ou ambos, serao
incrementados conforme n aumenta.

= A ordem de magnitude dara exatamente a proporcao em
que ocorre esse incremento. Na verdade, O( ) nos da o
limite superior do recurso (tempo ou espaco) necessario
para o algoritmo.
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Complexidade computacional

= Uma classe de complexidade € um conjunto
C(f(n)) definido por:

C(f(n)) = {L | L é decidida por uma MT M de modo
adequado, tal que para qualquer x, e [x/ = n M
gasta no maximo f(/x/) unidades do respectivo
recurso} = tempo ou espaco
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Complexidade computacional

= No caso de funcoes de complexidade temporal deve
ainda ser tal que exista uma MT M de k-fitas que,
para quaisquer dados X, pare em exatamente 7(/x/)
passos. Esta caracteristica permite a simulacao de
“relogios” em MT’s — quantidade de transicoes

percorridas até a MT parar

= Restricoes semelhantes se impdem para funcoes de complexidade
de espaco.
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Complexidade computacional em uma MT

= Exemplo de MT M1= aceita palindromos sobre o
alfabeto ~ ={a.b}

|
: Accept
|BabaaB Reject
BabaB Accept
|BaB Accept
BaB Accept



* Complexidade computacional em uma MT

w|=0| |w[=1| |w|=2 lw| =3

qoBB qoBaB | quBaaB qyBabB | quBabaB qoBaabB
Bq:B | BgiaB | BgiaaB Bqg,abB | BgabaB BgiaabB
BBg, | BBg.B | BBg.aB BBqg.bB | BBg.baB BBg,abB
BBBq, | BBagsB BBbg;:B | BBbgzaB BBagszbB
BBg,aB BBg.,bB | BBbagsB BBabg;B
Bqgs BBB BBbq,aB BBaq.bB

BBqg: BB BBqgsbBB

BBBqg.B Bqgs BbBB

BBq,bBB

BBBqgsBB

BBBBg.B
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* Complexidade computacional em uma MT

= O numero de transicoes em uma computacao
depende da cadeia de entrada - quantidade de
trabalho difere para cadeias de mesmo
comprimento.

= Ao invés de tentar determinar o numero exato de
transicoes para cada cadeia de entrada, a
complexidade de tempo de uma MT € medida pelo
trabalho necessario para cadeias de um
comprimento fixo.
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* Complexidade computacional em uma MT

= Definicao: Seja M uma MT. A complexidade de
tempo (tempo gasto para execucao) de M € dada
pela funcao

Cly NN

tal que ct,(n) € o numero maximo de transicoes
processadas por uma computacao de M quando
iniciada com uma cadeia de entrada de
comprimento 5, independente de M aceitar ou nao.
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Complexidade computacional em uma MT

= Consideracoes:

= Quando se avalia a complexidade de tempo de uma maquina de
Turing, assume-se que a computacao termina para toda cadeia de
entrada — Linguagens Decidiveis.

= Nao faz sentido discutir a eficiéencia de uma computacao que
permanece em loop (problema de decisao sem resposta).

= A complexidade de tempo da a performance de pior caso da MT.
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Complexidade computacional em uma MT

A maquina M1 que aceita os palindromos sobre o alfabeto *={a,b} &
usada para demonstrar o processo de determinar a complexidade de
tempo de uma MT.

Uma computacao de M1 termina quando toda a cadeia de entrada foi
substituida por brancos ou o primeiro par de simbolos ndo previsto é
descoberto.

Como a complexidade de tempo mede a performance do pior caso, ha
necessidade de se preocupar apenas com as cadeias cujas computacoes
fazem com que a maquina faga o maior numero possivel de ciclos acha-
e-apaga (substitui por Branco)

Esta condicao é satisfeita quando a entrada é aceita por M1.
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Complexidade computacional em uma MT

Usando estas observacoes, pode-se obter os valores iniciais da fungao cty;,

das computacoes da tabela.

cty,(0) = 2
cty; (1) =3
cty, (2) =7
cty; (3) = 10

Quando M processa uma cadeia de comprimento par, a computacao alterna

entre sequéncias de movimentos a direita e a esquerda da maquina.

w[=0]|w=1| [w[=2 jw| =3

QBB | qBaB | quBaaB qyBabB | quBabaB qo,BaabB
BgB BgiaB | BgiaaB BqgiabB | BgiabaB BqiaabB
BBqg., | BBg.B | BBg.aB BBqg.bB | BBg.baB BBqg.abB
BBBq., | BBagsB BBbgsB | BBbgsaB BBagsbB
BBg.aB BBqsbB | BBbagsB BBabgsB
Bqgs BBB BBbqisaB BBaqsbB

BBqg: BB BBqgsbBB

BBBq.B Bqgs BbBB

BBq,bBB

BBBgsBB

BBBBq.B
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= Inicialmente a cabeca é posicionada na extremidade esquerda da fita:

= Movimentos a direita: a maquina se move a direita, apagando (substitui por B) o
simbolo nao-branco mais a esquerda. O resto da cadeia € lida e a maquina entra no
estado g4 ou q7. Isto requer k +1 transicoes, onde k € o comprimento da porcao nao-
branca da cadeia.

= Movimentos a esquerda: M se move para a esquerda, apagando o simbolo
correspondente, e continua através da porcao nao-branca da fita. Isto requer k
transicoes.

= As acoes acima reduzem o comprimento da porcao nao-branca da fita
por dois.

= O ciclo de comparacoes e substituicoes (por B) € repetido até que a fita
esteja completamente em branco.
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Complexidade computacional em uma MT

= Como observado, a performance do pior caso para uma
cadeia de comprimento par ocorre quando M1 aceita a

entrada.

= A computacao que aceita uma cadeia de comprimento n
requer n/2 iteracoes do loop anterior.

lteracao | Direcao | Transicoes

1 direita n—+ 1
esquerda | n

2 direita n—1
esquerda | n—2

3 direita n—3
esquerda | n—4

n/2

direita

1
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Complexidade computacional em uma MT

. numero maximo de transicoes em uma computacao de
uma cadeia de comprimento par n € a soma dos primeiros
n+1 numeros naturais.

= Uma analise de cadeias de comprimento impar produz o
mesmo resultado.

= Consequentemente, a complexidade de tempo de M1 ¢ dada
pela fungao:

et %I(n+2)(n+1)

2
1=}
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Complexidade computacional em uma MT

= Exemplo 2: MT2 com 2 fitas que aceita a linguagem dos
palindromos sobre o alfabeto ~ ={a,b}

R|B [b; b, thIth
bblh

>@ BIBRBBH\ABBQBB\\AEBBLBBR\ABBRBB@
q

& :
= Uma computacao de M2 percorre a entrada fazendo uma
copia na fita 2.
= A cabeca da fita 2 € depois movida a posicao inicial.

= Ent3o, as cabecas se movem ao longo da entrada, fita 1 para
a esquerda e fita 2 para a direita, comparando os simbolos
das fitas 1 e 2.
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Complexidade computacional em uma MT

Se as cabecas encontrarem simbolos diferentes, a entrada ndao é um palindromo e a
computacao para em um estado de nao-aceitacao.

Quando a entrada € um palindromo, a computacao para e aceita quando brancos sao
simultaneamente lidos nas fitas 1 e 2.

Para uma entrada de comprimento n, o nimero maximo de transicdes ocorre quando a
cadeia € um palindromo (pior caso).

Uma aceitagéo requer trés passos completos:
1. acopia,
. avoltae
. acomparacgao.

Contando o numero de transicoes em cada passo, vé-se que a complexidade de tempo de
M2 é

cty(n) =3(n + 1) + 1.
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Complexidade computacional em uma MT

= A definicao da complexidade de tempo ct, € baseada nas
computacoes da maquina M e nao na linguagem aceita pela
maquina.

= Diferentes maquinas podem ser construidas para aceitar a
mesma linguagem, cada qual com diferentes complexidades
de tempo.

= Diz-se que uma linguagem L ¢é aceita em tempo
deterministico f{n) se houver uma MT deterministica M
qualquer com cty(n) < f(n) para todo n € N.
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* Complexidade computacional em uma MT
= A maquina M1 mostrou que o conjunto de palindromos sobre
> ={a,b} é aceito em tempo (n2+3n+2)/2

CtM(n):§f:(n+2)(n+1) l&

2

=1

= Enquanto que a maquina de duas fitas M2 exibiu aceitacao
no tempo 3n + 4.

% cty(n) =3(n+ 1) + 1.
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Complexidade computacional em uma MT

Uma transicao de uma maquina de duas fitas utiliza mais informacao e
realiza uma operacao mais complicada do que a maquina de uma fita.

A estrutura adicional da transicao de duas fitas permitiu a reducao no
numero de transicoes de M2 necessarias para processar uma cadeia em
relacao a maquina de uma fita M1.

Portanto, vé-se um equilibrio entre a complexidade das transicoes e o
numero que deve ser processado.

Ha formas de “acelerar” uma maquina que aceita uma linguagem L para
produzir uma nova maquina que aceita L em um tempo menor.
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Complexidade computacional em uma MT

= Como sempre € possivel “melhorar” uma maquina para que
aceite a linguagem num tempo menor, € interessante
representar a complexidade de tempo por uma taxa de
crescimento ao invés de uma fungao.
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Taxa de crescimento

= Al'taxa de crescimento de uma funcao mede o aumento dos
valores da funcao quando a entrada se torna arbitrariamente
grande.

= Intuitivamente, a taxa de crescimento € determinada pelo
contribuinte mais significativo ao crescimento da funcao.

= A contribuicao de termos individuais aos valores de uma
funcao pode ser vista examinando o crescimento das funcoes
n2en?+ 2n + 5.

n 0 5 10 29 50 100 1.000
20n + 500 500 600 700 1.000 1.500 2.500 20.500
N £ N Y << N 100......... 625.....2:900.....10.000......1.000.000 .
E2n+s | O30 125....680  2.605  10.205  1.002.005
> i O 0625 0,800 0,919 0,960 0,980 0,998

(P+2n+5)




Taxa de crescimento

= A contribuicao de n2 a n2 + 2n + 5 € medida pela razao dos
valores da funcao na ultima linha.

= Os termos linear e constante da funcao n2 + 2n + 5 sao

chamados de termos de ordem mais baixa.

n 0 5 10 25 50 100 1.000
20n + 500 500 600 /00 1.000 1.500 2.500 20.500
n° 0 25 100 625 2.500 10.000 1.000.000
" +2n+5 5 40 125 680 2.605 10.205 1.002.005

i 0 0625 0800 0,919 0,960 0,980 0,998

(N2 4+2n+5)
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Consideracoes sobre eficiéncia

= Estes termos influenciam os valores iniciais da funcao, mas a medida em que n
aumenta, estes termos nao contribuem significativamente para o crescimento dos

valores da funcao.

= Para n pequeno (até 25), o termo 20n + 500 produz um resultado maior que n?,
pois a diferenca entre n?2 e n € pequena. A medida em que n cresce, o termo n2
domina o termo 20n. Dessa forma, para n grande, o tempo necessario para a
aceitacao € quase proporcional a n2.

= Para essa tendéncia de uma funcgao tornar-se proporcional a outra a medida em

que aumenta, € dito ser “da ordem” da funcao.

n 0 5 10 25 50 100 1.000]
20n + 500 500 600 /00 1.000 |} 1.500 2.500 20.500
n° 0 25 100 625 || 2.500 10.000 1.000.000
" +2n+5 5 40 125 680 2.605 10.205 1.002.005

i 0 0625 0800 0,919 0,960 0,980 0,998

(N2 +2n+5)
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Consideracoes sobre
eficiéncia

Hierarquia da notacao O

© ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

O(1): ordem constante
O(loga n): ordem logaritmica

(
(
(
(
(
(
(
(

n): ordem linear

nloga n): nlog n

n?): ordem quadratica

n*): ordem cubica

n"): ordem polinomial r > 0
b"): ordem exponencial b > 1
n!): ordem fatorial.
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Consideracoes sobre eficiéncia: notacao O

Algoritmos exponenciais sao, em geral, simples: variacbes de
pesquisa exaustiva no espaco de solucoes (forca bruta).

Algoritmos polinomiais sao obtidos através de um entendimento mais
profundo da estrutura do problema.

Um problema € considerado intratavel se nao existe um algoritmo
polinomial para resolvé-lo.

Um problema € considerado bem resolvido/tratavel se existe um
algoritmo polinomial para o problema. Tais problemas sao considerados
eficientes.
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Consideracoes sobre eficiéncia

Tempo Exponencial

F(n)

Tempo Polinomial

nto

n ——=

Apresenta uma
solucao polinomial

- 7

Problemas trataveis

nenhum algoritmo
de tempo

Problemas intratavei

polinomial pode
resolvé-lo

%

- /
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Tempo Exponencial

F(n)

wwemna  CrE@SCiMento de fungoes de
complexidade

ol .

n?

n

n

—=

Funcao de

Tamanho da Instancia do Problema

complexidade 10 20 30 40 50 60
0,00001 0,00002 0,00003 0,00004 0,00005 0,00006
L segundos|segundos|segundos|segundos|segundos|segundos
> 00,0001 00,0004 00,0009 00,0016 00,0025 00,0036
7 segundos|segundos|segundos|segundos|segundos|segundos
3 0,001 0,008 0,027 0,064 0,125 0,216
L segundos|segundos|segundos|segundos|segundos|segundos
5 0,1 3.2 24,3 1,7 5,2 13,0
n segundos|segundos|segundos| minutos | minutos | minutos
i 0,001 1,0 17.9 12,7 35:7 366
2 segundos|segundos|segundos dias anos seculos
. 0,059 58 6,5 3855 23 1y | 1@t
3 segundos| minutos anos séculos séculos séculos




Algoritmos polinomais ' /

50

e nao-polinomiais ; —
/ —=—n

30 J‘é nlogn

/ n"2

20 # —%—2"n

(D

= NUmero de transicoes ¢

®
™

maquina com complexidade c

tempo ct, com entrada de | |eiestte .-
comprimento n. 1234567 8 80
n Clu
log(n) n n° n’ 2" n!
5 2 5 25 125 32 120
10 3 10 100 1.000 1.024 3.628.800
20 4 20 400 8.000 1.048576 2.4 .10'®
30 4 30 900 27.000 1.0.107 26 .10%
40 5 40  1.600 64.000 1.1 .10 81 .10
50 5 50  2.500 125.000 1,1-10™®  3,0-.10%
100 6 100 10.000 1.000.000 1,2 -10% s FOAH
200 7 200 40.000 8.000.000 1,6 -10°° 3 J O




Computabilidade e Complexidade

= Computabilidade: verifica a existéncia de algoritmos que
resolva uma classe de linguagens — trata a possibilidade da
sua construcao

= Complexidade: trata da eficiéncia da computacao (dos
algoritmos) em computadores existentes

= Complexidade temporal: tempo de processamento exigido

« Complexidade espacial: espaco de armazenamento exigido

ﬂ Custo computacional
3
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:h Exercicios

1. Defina e exemplifiqgue a analise de complexidade
por tempo.

2. Defina e exemplifigue os seguintes termos: a)
Ordem de complexidade de melhor caso. b) Ordem
de complexidade de caso meédio. ¢) Ordem de
complexidade de pior caso.

3. Construa uma MT que decide a linguagem A={w |
w contém o mesmo numero de 0's e 1's} e dé a
complexidade de tempo.
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